Koordinatageometria

Megoldasok
1)

a) Egy derékszogii haromszog egyik oldalegyenese valamelyik
koordinatatengely, egy masik  oldalegyenesének egyenlete
2x+y=10, egyik csicsa az origdo. Hany ilyen tulajdonsagn
haromszoég van? (6 pont)

b) Jeldlje e azokat az egyeneseket, amelynek egyenlete 2x+ y = b, ahol
b valos paraméter. Mekkora lehet b értéke, ha tudjuk, hogy van
kozos pontja az igy megadott e egyenesnek és az origo kozépponta 4
egység sugaru kornek? (8 pont)

Megoldas:
a) A megadott 2x+y=10 egyenletll egyenes az

A(50) és B(0;10) pontokban metszi a

tengelyeket (1 pont)

Az origobol az egyenesre bocsatott, ra merdleges

egyenes egyenlete x -2y =0 (1 pont)

A két egyenes D metszéspontjanak koordinatai:

D(4;2) (1 pont)

A megadott feltételeknek harom derékszogi

haromszog felel meg '

AOB haromszog, ahol A(5;0),0(0;0), B{'D;lﬂj ¥

ADO haromszig, ahol A(5;0), D(4,2),0(0;0) -

BDO haromszdg, ahol B(0;10), D(4,2), 0(0;0) (3 pont)

b) Az egvenesnek és a kornek akkor és csak akkor van kézds pontja, ha az
egyenleteikbal allo egyenletrendszernek van megoldasa (1 pont)

A kér egyenlete: x* +y” =16 (1 pont)

Az egyenes egyenletébdl y =b-2x.

Behelyettesités utan; x* +(b-2x) =16 (1 pont)

5x’—4bx+b*-16=0 (1 pont)

A kapott masodfokd egyenletnek van megoldasa, ha a D diszkriminans nem

negativ (1 pont)

D=320-4b* 20 (1 pont)

ahonnan |b| < 4+/5 (1 pont)

A b paraméter lehetséges értékei tehat a [-4«.5;4@] elemei (1 pont)

Osszesen: 14 pont
2) A PQRS négyszog csicsai: P(3;-1), Q(1;3), R(-6;2) és S(-5;-5).

Dontse el, hogy az alabbi harom allitas koziil melyik igaz és melyik
hamis! Tegyen * jelet a tiblazat megfeleléo mezdéibe. Valasziat indokolja,
tamassza ala szamitasokkal!

a) A allitas: A PORS négyszognek nincs derékszoge. (4 pont)
b) B allitas: A PQORS négyszog hurnégyszog. (4 pont)
c) C allitas: A PQRS négyszognek nincs szimmetriacentruma. (5 pont)



Megoldas:

b)

3)

lgaz | Hamis

Jﬂl. *

B "

C *
Az A allitas hamis (1 pont)
mert van derékszoge. Példaul SRQ szbg (1 pont)
mert RQ(7;1) és RS(1;,-7) (1 pont)
és igy RQ-RS=0, igy a négyszog R-nél lévo szoge
derekszig (1 pont)
A B allitas igaz (1 pont)
mert a PORS négyszoghen az R csuccsal szemkozti P
csucsnal 1évo szog is derékszog, (1 pont)
ugyanis PQ(-2;4) és PS(-8;-4), ezért PQ-PS=0 (1 pont)
[ev a PQRS négyszog szemkozti szigeinek oOsszege 180° (a hlrnégyszog
tételéenek megforditasa miatt), tehat a négyszog hurnegyszog (1 pont)
A C allitas igaz (1 pont)

mert ha lenne a négyszognek szimmetriacentruma, akkor a PORS négyszog
paralelogramma lenne. Ehhez példaul az kellene, hogy az RQ(7;1) és a

PS(-8;-4) vektorok ellentett vektorok legyenek. (2 pont)

Ez csak ugy teljestilne, ha az egyik oldalvektor koordinatai (-1)-szeresei a
masik vektor koordinatainak. Ez viszont nem teljestl. (2 pont)
Osszesen: 13 pont
Harom ponthalmazt wizsgalunk a derékszogii koordinata-rendszer S
sikjaban. Az A halmazt pontosan azok a pontok alkotjik, amelynek
koordinatai: 4x -3y > 18, azaz A := {P(Jc;y} eS8 | 4x-3y= 13} .
a B halmazt pontosan azok a pontok alkotjak, amelynek koordinataira:
xX*+y*-6x+4y-12<0,

azaz .B::[P[x;y]ES | xi+yi—ﬁx+4y—1250},
a C halmazt pontosan azok a pontok alkotjak, amelynek koordinataira:
Yy’ =4, azaz C:={P(x;yES) | y“=4}.

a) Abriazolja kozbts koordinata-rendszerben a harom  halmazt!
Fogalmazza meg, milyen geometriai alakzatok az A, a B és a C
halmaz pontjai! (8 pont)

b) Abréizolja tijabb koordinita-rendszerben a B\ A halmazt! Fogalmazza
meg pontosan, hogy milyen geometriai alakzatot alkot ez a
ponthalmaz? (4 pont)

c) Abrazolja a B~ C halmazt! Ennek a ponthalmaznak melyik P(x;y)

pontja van a legkozelebb, illetve a legtavolabb a koordinata-rendszer
origbjatél? (4 pont)



Megoldas:

a)

bj

4)

Az A halmaz pontjal a y:%x—&- egyvenletua

egyenes alatti zart félsik pontjai (1 pont)
Az A halmaz abraja (1 pont)
A B halmaz pontja az (x - E‘n]"r +(y + 2}] =25
egyvenletl kér és a kor belsé pontjai (1 pont)
A kor kozéppontja K(3;-2), sugara r=5
(1 pont)
A B halmaz abraja (2 pont)
A C halmaz pontjai az y=2 és y=-2
egvenletll parhuzamos egyenesek pontjai
A C halmaz abraja (1 pont)
A B\ A halmaz abrazolasa: (1 pont)
A B\ A halmaz pontjai egy felkorlemez pontjai,
amihez a félkoriv és a belsé pontok hozza
tartoznak, de a kor DE atmérdje nem. (Az
atmero végpontjai D(0;-6) és E(6;2).) (2 pont)
A ponthalmaz pontjai a DE atmeéro folott
vannak. (1 pont)
A BnC halmaz a B ponthalmaz hatarolo
kérének két parhuzamos hurja;
A huarok végpontjai: (0;2) és (6;2), valamint
(=2;-2) és (8;-2).
ez utabbi hur egyben atmérd is)
A B C halmaz abrazolasa: (1 pont)
Az origotol a legmesszebb a (8;-2) pont
(1 pont)
legkézelebb a (0;2) és a (0;-2) pont van
(2 pont)
Osszesen: 16 pont

a) Abrazolja a [0;6] intervallumon értelmezett

hozzarendeléssel megadott fiiggvényt

| L priang

x—»x'-8x+11

(3 pont)

b) Adja meg a y=x"-8x+11 egyenlettel megadott alakzat P(5;-4)

pontjaban hizott érintéjének egyenletét.

Megoldas:

a)

Lasd: Fiiggvények - Analizis 35. feladat

(11 pont)



b)

5)

A parabola egy adott pontjaba huzott érinté meredekséget itt az elsd derivalt
segitségével kaphatjuk meg. y' =2x -8 (5 pont)

Az érintési pont elsd koordinatajanak behelyettesitésével: y'(5)=2=m(2 pont]
y=mx+b P(5-4)

-4 =10+b (2 pont)
h=-14
Az érinto egyenlete: y =2x-14 (2 pont)

Osszesen: 14 pont
Egy haromszog két oldalegyenese az x tengely és az y = %x egyenleti

egyenes. Ismerjiilk a haromszog beirt korének egyenletét is:
(x-4)" +(y-2)" =4. irjuk fel a hiromszég harmadik oldalegyenesének
egyenletét, ha a haromszog egyenlo szara és

a) az alaplapja az x tengelyre illeszkedik (7 pont)
b) az adott oldalegyenesek a haromszog szaregyenesei! (9 pont)
Megoldas:
a) A keresett haromszig egyik csucsa a koordinatarendszer origoja, a haromszog
beirt kérének kozéppontja K(4;2) (1 pont)
Az egyenld szaru haromszog szimmetriatengelye athalad ezen a kdzépponton
(1 pont)
Ha az ABC haromszog alapjanak egvenese az x tengely, akkor a
szimmetriatengelyének egyenlete x=4
Mivel A(0;0) és AB oldalél F felezépontja (4;0),
ezért B(8;0) (1 pont)
A C cstucs az AC oldalegyenes {y =§x] és a
szimmetriatengely (x=4) metszéspontja
c[q;E] (1 pont)
3 i
.. — 16
A BC oldalegyenes egy iranyvektora BC{ " EJ (1 pont)
Igy a BC oldalegyenes egyenlete 4x+ 3y = 32 (1 pont)
b) Ha P(0;0) és a POR haromszog alapjanak egyenese a QR egyenes, akkor a

PK a QR egyenes egy normalvektora. PK =(4,2). A QR egyenes egyenlete
2x +y=c, ahol cvalos (1 pont)
A megadott kor akkor lesz a QPR haromszog
beirt kére, ha a QR egyenes érinti a kort.
Vagyis a kornek és az egyenesnek egy kozos
pontja van. Tehat az a ¢ felelhet meg, amelyre

az alabbi egyenletrendszernek egyetlen gyidke
var:

2x+y=rc

(x=4) +(y-2) =4




6)

Az elsod egyenletbdl y-t kifejezve, a masodikba behelyettesitve és rendezve

kapjuk, hogy: 5x° —d4ex+¢” -4¢+16=0 (3 pont)
Egvetlen gyokot pontosan akkor kapunk, ha a diszkriminans nulla, vagyis
D=-4c*+80c-320=0 (1 pont)
Ebbél ¢, =10++/20, ¢, =10-420 (1 pont)
A e, értéke nem felel meg, mert ekkor a kér a haromszog kivilrél érinto kore
lenne (1 pont)
A keresett QP egyenes egyenlete: 2x + y =10 + /20 (1 pont)

Osszesen: 16 pont
Adott a K(t)=t>+6t+5 polinom. Jelslje H a koordinatasik azon
P(x;y) pontjainak halmazat, amelyekre K(x)+ K(y)<0.
al] A H halmaz pontjai koziil véletlenszeruen kivalasztunk egyet.
Mennyi annak a valbsziniisége, hogy a kivalasztott pont az C(-3;3)
ponttol 2 egységnél nem nagyobb tavolsagra van? (9 pont)
Az f fiiggvényt a kivetkezoképpen definialjuk:
SRR, f(x)=x"+6x+5
b) Szamitsa ki az f fliggvény grafikonja és az x tengely altal kozbezart

sikidom teriiletét! (7 pont)

Megoldas:

a) K(x)+K(y)=x"+6x+5+y  +6y+5<0 (1 pont)
A bal oldali kifejezés teljes négyzetté kiegeészitéssel a kovetkezd alakra
hozhatd: (x+3) +{y+3}" <8 (1 pont)
a Hhalmaz a (-3;3) kdzéppontu (1 pont)
J8 sugaru zart korlap (1 pont)
A kérdéses valoszinlség a geometriai modell alapjan a két koncentrikus
korlap teriletének aranyaként szamolhato (2 pont)
A kedvezd tartomany a C(-3;3) kozéppontu, 2 egység sugaru zart korlap,
ennek tertiilete 4xn (1 pont)
A teljes tartomany a H halmaz, ennek terilete 8n (1 pont)
Igy a keresett valoszinliség P = ; = % (1 pont)

T
b) Lasd: Fiigguények - Analizis 8. feladat
Osszesen: 16 pont
7) Az aés b vektor koordinatai a t wvalés paraméter fiiggvényében:

a(cost;sint) és ]g{sin“ t; cos’ t)

a) Adja meg a és b vektorok koordinatainak pontos érékét, ha t az nséf

szamot jeloli! (2 pont)
b) Mekkora az a és b vektorok hajlisszége t = % esetén? (A keresett

szoget fokban, egészre kerekitve adja meg!) (S pont)
c) Hatarozza meg t olyan valés értékeit, amelyek esetén a és b
vektorok merdlegesek egymasral (7 pont)



Megoldas:

a)

bj

8)

5n__. 5n V3 1
ajcos—; sin— ([=a|-——3— 1 pont
_[ 5 6 ] ] 2] (1 pont)
h(sin“ﬁ;mszs—x]zh(l;g] (1 pont)
- b 6 4 4
Jeloljik a két vektor altal bezart szoget a-val. A koordinataival adott vektorok
skalaris szorzata kétféleképpen is kiszamithato: ab =| - E o + A E = 3-V3
B 214 2 4 8
(1 pont)
illetve ab =|a||b|cosa (1 pont)
10 10
Mivel la|=1 és b|=,|— = —— 1 pont
al iB| 16 4 (1 pont)
Ezért ﬂcnsa=3_ﬁ, ebbdl cosa = 3-8 = 00,2005 (1 pont)
2,10
Innen o= 78,43°. Tehat a két vektor ebben az esetben kb. 78°-0s szdget
zar be. (1 pont)
A keét vektor akkor és csak akkor merdlege egymasra, ha ab=0 (1 pont)

A  keresett t ismeretlent a szokasosabb modon x  jeldli.  Mivel
ab =cos xsin” x+sinxcos’x, igy a cosxsin’ x+sinxcos’x=0 egyenlet
megoldasa a feladat. Azonos atalakitassal adodik:

cos xsinx(sinx+cosx)=0 (1 pont)
Ez a szorzat pontosan akkor nulla, ha

cosx =0 vagy sinx=0 vagy sinx+cosx=0 (1 pont)
(1) x=g+nﬂ:,ﬂh0] neZ vagy (1 pont)
(2) x=kn, ahol k€% vagy (1 pont)

(3) sinx+cosx=0
A (3) alatti egyenletnek nem megoldasai azok az x szamok, amelyek
koszinusza 0, igy az egyenlet megoldashalmaza azonos a tgx = -1 egyenletével

(1 pont)

3 =
Azaz I:£+mﬂ.ﬂhﬂlmt§é’l (1 pont)
A keét vektor tehat pontosan akkor meroleges egymasra, ha t=n+% vagy

t= ? +mn, ahol nme &

Osszesen: 14 pont
Egy egyenlé szarii haromszog szdrainak metszéspontja C(0;7) pont, a
szarak hossza /53 egység. A haromszog masik két csicsa (A, B)

illeszkedik az y = —%xﬂ +1 egyenletii parabolara.

a) Szamitsa ki az A és a B pont koordinatait! (6 pont)
b) Irja fel az ABC haromszog egyik szaregyenesének egyenletét! Ennek
az egyenesnek és a parabolanak tovabbi kézos pontja D. Hatarozza
meg a D pont koordinatait! (4 pont)



c¢) Mekkora teriiletii részekre bontja az ABC haromszdget a parabola

ive?

Megoldas:
a) A keresett két cstcs rajta van a C kézépponta +/53 egység sugaru kordn. A
kor egyenlete; x* +(y-7) =53

A keresett pontokat a kovetkezo egyenletrendszer megoldasa adja:

)
— 241
y=-gx

x*+(y-7) =53

(6 pont)

(1 pont)

(1 pont)

Az elso egyenlet atalakitasaval: x* = 4y +4. Az x° kifejezést behelyettesitve a

masodik egyenletbe kapjuk, hogy: y* -18y =0 (1 pont)
Innen y, =0 és y, =18, (1 pont)
Ezek kozil csak az y, =0 ad megoldast (1 pont)
Behelyettesitve az elsd egyenletbe: x* =4, Innen x, = -2 és x, =2
A keresett két pont: A(-2;0) és B(2;0) (1 pont)
b} A BC egyenes egyenlete: Tx + 2y =14 (1 pont)
A D pont koordinatait a 7x+2y =14 ésa y = —ix"‘ +1 gbrbék B-tél kiildnbdz
metszespontjai adjak. (1 pont)
?x—-lz-f=12 gyokel x, =2 és x, =12 (1 pont)
D(12;-35) (1 pont)
(A masik szaregyenes egyenlete: AC:Tx-2y=-14, kizds pont pedig
D(-12;-35).)
c) Lasd: Fiiggvények - Analizis 9, feladat
Osszesen: 16 pont
9) Az ABCD konvex négyszog oldalegyeneseinek egyenlete rendre:
DA:3x-4y-20=0 AB:3x+5y-20=0
BC:4x-3y+12=0 CD:5x+3y+15=0
a) Igazolja, hogy a négyszog atléi az x és az y tengelyre illeszkednek,
tovabba, hogy ennek a négyszognek nincs derékszige! (8 pont)
b) Bizonyitsa be, hogy a négyszog hirnégyszog! (8 pont)
Megoldas:
a)

az egyenes x tengelyen lévo pontja | y tengelyen lévo pontja
DA:3x-4y-20=0 [2—;, J (0;-3)
20
AB:3x+5y-20=0 (E—-;DJ (0;4)
BC:4x-3y+12=0 (-3;0) (0;4)
CD:5x+3y+15=0 (-3;0) (0:=5)




A DA és az AB egyenesek metszéspontja az x tengely A = [% ;EI') pontja

(1 pont)
Az AB és a BC egyenesek metszéspontja az y tengely B =(0;4) pontja
(1 pont)
A BC és a CD egyenesek metszéspontja az x tengely C =(-3;0) pontja
(1 pont)
A CD és a DA egyenesek metszéspontja az y tengely D =(0;-5) pontja
(1 pont)
A csiicspontok alapjan belattuk, hogy az ABCD négyszog AC atléja az x, a
BD atloja pedig az y tengelyre illeszkedik (1 pont)
Felirjuk az oldalegyeneseket és egy-egy normalvektorukat (2 pont)
a4z egyenes egy normalvektor
DA:3x-4y-20=0 (3;-4)
AB:3x+5y-20=0 (3;5])
BC:4x-3y+12=0 (4,-3)
CD:5x+3y+15=0 (5;3)

A normalvektorok kozott és ezért az egyenesek kozt sincs két egymasra
meroleges (skalarszorzatuk nem 0), ezért az ABCD négyszognek nincs

derékszoge (1 pont)
b) Legyen y= BCD<« és a= DAB< ik
Vektorok skalarszorzataval fogjuk
kiszamitani ket szemkoztl SZOg .
koszinuszat. cosy = M (1 pont)
CB||CD)|
ahol CB =(3;4) és CD=(3;-5) (1 pont) €
CB-CD=-11, |CB|=5 és [CD|=y34
(1 pont)
11
CO8Y = — (1 pont)
N 7

S , . .
-::ﬂsuz-A_B A_D,ahnlﬂﬂz[—gg;q-] esAD:[-EE;—s (1 pont)

|AB||AD| 3", 3" ")
— —— 220 == V544 . == 25
AB-AD == ,|AB|-Tes |r:n|—? (1 pont)
coS o = 2. (1 pont)

2434 P
A y és az o szigek tehat kiegészito szogek, az ABCD négyszog
harnégyszog. (1 pont)

Osszesen: 16 pont

10) Az x* =2y egyenleti parabola az x* + y° <8 egyenletii korlapot két
részre vagja. Mekkora a konvex rész teriilete? Szamolasa soran ne
hasznalja a n kozelito értékét! (16 pont)



Megoldas:

Az x"+y =8 egvenleti kor kodzéppontja és a \ 2 )
parabola tengelypontja is az origo (0) (2 pont) “ Pt i S
A metszéspontok meghatarozasa: Dix, ',—"’ﬁ"‘;" S e ';L"*'-_\" w3 Y]
2y = x* l |'fl B M'|
x_ll - yj = EI I"._I-!‘TI- i K Hi 1.'_~I;I1II T
Y} +2y—-8=0 (3 pont) L
w=2 y,=—+4
amelyek kozll az y =2 a feladatnak megfelel6 (1 pont)
A CD hur a korlapbol egy olyan korszeletet vag le, amelynek a kézépponti
szige %{: 90°), mert (1 pont)
az 0D és OC is egy-egy négyzet atloja (1 pont)
1 , :
Tkﬁn:r|r1 = E r‘- {U‘ — Sl [1] wr
igy a terulete: 1 (2 pont)
i ﬂ--a-[f -sini‘-]zzn—4
2 2 2.
A parabolabél a CD hur altal levagott parabolaszelet terilete:
| 2 - ]
X ) X
parabokeseelet = T.-"l."l'-['“ = _[ ?tﬂf = 4 : ‘2 = j E =
s : : (5 pont)
EN :
x 4 4 16
= B _ m— — 8 — —_— ——]—‘ = —_—
{ b 1 i {3 ( 3/] 3
A konvex rész tertlete:
16 4
T= Tkl'.'llﬁ:{-i:irl T T;].’Jril.hl:r]rlaxﬂc'l =2n -4+ %ﬂ =21 + —3— El pDnt]

Osszesen: 16 pont

11) Adott a sikbeli derékszogu koordinata-rendszerben az

x*+y*+6x+4y-3=0 egyenletii kir. Ebbe a korbe szabilyos

hiaromszdget irunk, amelynek egyik csiicsa A(1;-2).

a) Szamitsa ki a szabalyos haromszog masik két csihcsanak
koordinatait! Pontos értékekkel szamoljon! (11 pont)

b) Véletlenszeriien kivalasztjuk az adott kior egy belso pontjat. Mekkora
a valdszinisége, hogy a kivalasztott pont a tekintett szabalyos
haromszognek is belso pontja? Valaszat ket tizedes jegyre kerekitve

adja meg! (5 pont)

Megoldas:

a) Teljes negyzette alakitassal es rendezéssel a  kor egyenlete:
(x+3)Y +(y+2)' =16 (1 pont)
innen a kor kdzéppontja K(-3;-2), sugara r =4 (1 pont)
A kor K kozéppontja az ABC szabalyos haromszog sulypontja. (1 pont)
Az AK szakasz a haromszog AF sulyvonalanak kétharmada (1 pont)
ahonnan F(-5;-2). (1 pont)

A szabalyos haromszég AF silyvonala egyben oldalfelezé merdleges is (1 pont)



igy a BC oldalegyenes az AF sulyvonalra F-ben allitott merdleges egyenes

(1 pont)
A BC egyenes egyenlete tehat x =-5 (1 pont)
A kér egyenletébe behelyettesitve: y, =23 -2 és y, =23 -2 (2 pont)
A szabalyos haromszog masik két csticsa: B(-8:243 - 2) és c[—s; 23 -2)

(1 pont)

b) Lasd: Valoszimiségszamitas 52. feladat
12) irja fel annak az egyenesnek az egyenletét, amelyik illeszkedik a P(2;5)
pontra, valamint az x4+ y=4¢és x+ y =6 egyeneseket olyan pontokban

metszi, amelyek elso koordinatajanak kiilonbsége 3. (16 pont)
Megoldas:

A feltetelek és az adatok alapjan a keresett egvenes nem lehet parhuzamos az
y tengellyel, ezért egyvenletét kereshetjilk azy = mx + balakban (1 pont)
Mivel a P(2;5) pont illeszkedik az egyenesre, ezért 5=2m+b (1 pont)
ahonnan b=5-2m és az igy keresett egyenes egyenlete y=mx+5-2m

(1 pont)
Az adott egyenlett egyenesek és a keresett egyenes metszéspontjanak elso
koordinatajat a megfeleld egyenletekbol allo paraméteres
egyenletrendszerekbél hatarozhatjuk meg. (1 pont)
Xry=4 (1 pont
y=mx+5-2m pont)
y-t az elso egyenletbe behelyettesitve és rendezve: (m+1)x =2m -1 (1 pont)
Mivel m=-1 esetén a két adott egyenessel parhuzamos egyenest kapunk,
ezert m = -1 (1 pont)
és x, = i (1 pont)

m+1
x+y==6 ; . ) ) .
egvenletrendszerbdl az elézohdz hasonlo modon kapjuk,
y=mx+5-2m
2m+1
hogy x, = (1 pont)
m+1
A feltétel szerint x, —x, =3 (1 pont)
vagy x,—x, =3 (1 pont)
s 5
Az elso esetben m, = 3 (1 pont)
a masodik esetben m, = —% (1 pont)
- - . 25 . 17

A kapott ertékeket behelyettesitve kapjuk, hogy b, = Y illetve b, = —Sr

(1 pont)
A feltételeknek eleget tevo egyenesnek egyenlete:
y=—§x+? (5x+3y =25) (1 pont)
yz-%x+g (x+3y=17) (1 pont)

Osszesen: 16 pont



13) Az y = ax + b egyenletii egyenes illeszkedik a (2;6) pontra. Tudjuk, hogy
a < 0. Jeldlje az x tengely és az egyenes metszéspontjat P, az y tengely
és az egyenes metszéspontjat pedig Q. Irja fel annak az egyenesnek az
egyenletét, amelyre az OPQ haromszog teriilete a legkisebb, és szamitsa

ki a teriiletét (O a koordinata-rendszer origojat jeloli)! (16 pont)
Megoldas:
Mivel a (2:6) pont rajta van az egvenesen, ezért 6=2a+b és b=6-2a
(1 pont)
Ezzel az egyenes egyenlete: y =ax+6-2a (1 pont)
(
Ez az egyenest a Fi 2 - E :0 ] pontban, (1 pont)
Nl
az y tengelyt a Q(0;6 - 2a)pontban metszi (1 pont)
Mivel a <0, ezért 2—- 5 ¢s 6-2a is pozitiv (1 pont)
a
A levagott haromszog tertlete: T (a) = %[ 2—9](5— 2a) (1 pont)
. a
g 18
Ebbél: T{a)=12-2a-— (1 pont)
a
Ennek a minimuma ott van, ahol a — T(a)(a < 0) flggvény derivaltja nulla
(1 pont)
. 18
T'a)=-2+— (2 pont)
pr
ez0,haa=3 vagy a=-3 (1 pont)
Mivel a <0, ezért a =-3 (1 pont)
Ez valoban minimumhely, mert T°(-3)> 0 (1 pont)
Ha a =-3, akkor b=12 (1 pont)
A keresett egyenes egyenlete: y=-3x+12 (1 pont)
A legkisebb teriilet 24 egység. (1 pont)

Osszesen: 16 pont
14) Az ABC haromszog oldalegyeneseinek egyenlete:
AB: y=0
BC: x+10y =20
1
CA: y=—x-4
¥ 2

a) Szamitsa ki a haromszog csiucspontjainak koordinatait! (7 pont)
b) Szamitsa ki a haromszog B csiicsnil 1évo belso szogét! (4 pont)



Megoldas:
a) Az y=0 egyenest, vagyis az x tengelyt
x+10y =20 egyenes a B(20;0) pontban

(2 pont) | —ib
f'__-:"""-______h

az y =—é—x—4 egyenes az A(8;0) pontban fZ R . -

metszi (2 pont)

Az x+10y =20 €8 y=%x—4

egyvenletekbaol allo egyvenletrendszer

megoldasa x=10 és y =1 (2 pont) «

ezért a haromszog harmadik csucsa C(10;1) (1 pont)
b) Legyen a C-b6l huzott magassag talppontja T. A CTB derékszogl

haromszogbol tgh = 0,1 (3 pont)

gy p=5,71° (1 pont)

Osszesen: 11 pont

15) Egy hiromszog két csticsa A(8;2); B(-1;5) a C csiics pedig illeszkedik az

] tengelyre. A haromszog koré irt kor egyenlete:
xX*+y*-6x-4y-12=0

a) Adja meg a haromszog oldalfelezo merolegesei metszéspontjanak

koordinatait! (3 pont)
b) Adja meg a haromszdg silypontjanak koordinatait! (8 pont)

Megoldas:

a) Az oldalfelezd merdlegesck metszéspontja a kore irt kor kézéppontja (1 pont)
A koré irt kor egyenlete {x—S]J +[y—2}i =25 (1 pont)
Ebbol az oldalfelezd merdlegesek kdzéppontja 0(3;2) (1 pont)

b) A C pont illeszkedik az y tengelyre, ezért, ha c jeléli a C pont masodik
koordinatajat, akkor C(0;c). (1 pont)
C illeszkedik a korre, ezért (-3) +(c-2) =25, tehat (e -2) =16 (1 pont)
Ebbdl ¢, =6;¢, =2, azaz a C csicsra két lehetdség van: C,(0;6), C, (0;-2)

(2 pont)
Az ABC, haromszig sulypontja: S, [ & _:1; 9 ; 2 g i E'] =8, { %,%J (2 pont)
Az ABC, haromszog sulypontja: S, [8 _13+ 2 : i +g — ‘2] =8, [g,g] (2 pont)

Osszesen: 11 pont

16)Az A pont helyvektora: OA(lga;lgh); a B pont helyvektora:
ﬂ_'ﬂ[lgab; lg E], ahol a és b olyan valés szamokat jelélnek, melyekre
a

D<a<l,illetve 1< b teljesiil.

a) Bizonyitsa be, hogy a B pont mindkét koordinataja nagyobb az A
pont megfelelé koordinatainal! (3 pont)

b) Bizonyitsa be, hogy az OA — OB vektor meréleges az OA vektorra!



(3 pont)
c) Mekkora az OA és OB vektorok hajlisszége? (4 pont)

d) Legyen uzi, b pedig jeloljon tetszoleges 1-nél nagyobb valés

szamot. Adja meg (egyenletével, vagy a derékszogii koordinata-
rendszerben abrazolva) az A, illetve B pontok halmazat! (6 pont)

Megoldas:

)

b)

c)

d)

Mivel lgab=1ga+1ghb, és 1gE =lgb-lga,igy B(lga+lgh;lgb-lga) (1 pont)
a

Bizonyitando tehat, hogy lga<lga+lgh és lgh<lgb-lga (1 pont)
rendezés utan kapjuk, hogy lgb>0 és lga>0.

A feltételek szerint O<a<1, illetve 1 < b, és a tizes alapa logaritmus flggvény
szigoruan novo a pozitiv szamok halmazan, valamint lgl =0, tehat mindkét
egyenlotlenség igaz. (1 pont)
{ﬁ—ﬁé):ﬁ{—lghﬂga} (1 pont)

Mivel az OA és az OA-OB vektorok skalaris szorzata a megfeleld
koordinatak szorzatanak Gsszege, vagyis

Gﬁ-{ﬁﬁ—ﬁ§)=—lgaaigbﬂ'h!gbdga='D, tehat a két vektor meroleges

egymasra (2 pont)
OA, OB és OA-0OB egyike sem nullvektor. Mivel

|i::1,4| =lg’a+lg'b =|0A- E:TE\ (2 pont)
tehat az OAB haromszig egyenld szarn és derékszogu, (1 pont)
gy [ﬁ; 55]{ = 45° (1 pont)
A(-1;1ghb) (1 pont)
A tizes alapu logaritmus flggveny szigora nove, [ [ [ [ [ [+ [ ]
folytonos, felilrél korlatos fuggvény, igy lgb L _ l _
tetszbleges pozitiv értéket felvehet.

Ezért az A pontok halmaza azon nyilt e l .

kezddpontu félegvenes, amelynek (23 y]

koordinatai kielégitik az x=-1 egyenletet €s az

0 < y egyenlitlenséget. (1 pont)
B(lgb-1lgb+1) (1 pont)
A B pont masodik koordinataja 2-vel nagyobb az elsé koordinatajanal
(leb+1=(lgh-1)+2) (1 pont)

lgb—1 tetszoleges, (-1)-n€él nagyobb szam lehet, |

|
!
igy lgb+1 tetszdleges 1-nél nagyobb értéket vesz |
fol. (1 pont) |
igy a B pontok halmaza azon nyilt :
|
|
|

kezdéponti félegyenes, amelynek (x;y)
koordinatai kielégitik az y - x+2 egyenletet
és az -1 < x egyenlotlenséget. (1 pont)




17) A Csendes-ocean egyik kis szigetétol keletre, a szigettél 16 km

tavolsagban elsiillyedt egy fold koriili diton jaro vitorlas. A legénység egy
mentocsonakban segitségre var, a naluk lévo jeladd késziiléek hatosugara
mindossze 6 km. Amikor a vitorlas elsiillyedt, akkor a szigettol délre, a
szigettol 24 km tavolsagra volt egy tengerjaré hajo. Ez a hajo allanddan
északkeleti iranyba halad, a hajotorottek pedig a vitorlas
elsiillyedésének helyérol folyamatosan kiildik a vészjeleket.
a) Igazolja, hogy a tengerjard legénysége észlelheti a segélykéro jelzést!
(7 pont)
Egy 1,5 km magassaghan haladé repiilogép éppen a sziget felett van,
amikor a repiilogép fedélzeti miiszerei észlelik a tengerjaré hajot, amely
a vitorlas elsiillyedése 6ta 20 km-t tett meg.
b) Mekkora depresszio szog (lehajlasi szog) alatt észlelik a miszerek a
tengerjarot? Valaszat fokban, egészre kerekitve adja meg! Szamitasai

soran a Fold gorbiiletétol tekintsen el! (7 pont)
Megoldas:
a) A feladat feltételeit feltiintetd jo abra.
A sziget az S, a mentocsonakot az M, a tengerjaro
hajot a H pont jeldli. A hajo Utjanak és az SM
egyvenesnek a metszéspontjat jeldlje A. (2 pont] &, LT -
A HSA haromszdg derékszogl, egyvenloé szara, ezért ¥4
AS =24 km (1 pont) —
MA =8 km (1 pont)
Valamint az APM haromszog derékszoglli és van
45°-0s szige (1 pont)
Ezért MP= 42(= 5,7) (1 pont)
Mivel MP<6 km, ezért a hajé legénysége .,
észlelheti a jelzéseket. (1 pont)
b) Ldsd: Sikgeometria 15. feladat

Osszesen: 14 pont

18) A derékszdgi koordinata-rendszerben az ABC haromszog csicsai:

A(2;1), B(7;—4), C(11; p). Hatarozza meg a p paraméter pontos értékét,
ha a hiaromszog B csiicsdndl levo belso szége 60°-os. (16 pont)

Megoldas:

Az ABC haromszog AC oldalara felirva a koszinusztételt:

AC? = AB? + BC2 -2.AB-BC.0,5 (2 pont)
AB? =50 (1 pont)
BC? =16+(p+4) (1 pont)
p?+8p+32 (1 pont)
AC? =81+(p-1)° (1 pont)
p*-2p+82 (1 pont)
A kapott ertekeket visszahelyettesitve a koszinusztételbe a kiovetkezot kapjuk:
p’-2p+82=p’ +8p+32-50-\p?+8p+21 (1 pont)
Rendezve: Jﬁﬁ{p"" +8p+ 32} =10p (2 pont)

Mivel a baloldalon pozitiv szam all ezért p> 0 (1 pont)



Négyzetre emelve és egyszerusitve:

p’ +8p+32=2p° (1 pont)
Amibo6l adodik p* -8p-32=0 (1 pont)
Ennek az egyenletnek a gyokei:

F'|=‘4+‘4‘~'rE P2=4—4\E (2 pont)
Mivel p>0, ezért csaka p, =4 +4./3 megoldas lesz jo. (1 pont)

Osszesen: 16 pont

19) Az ABCD hiurtrapéz kéré irt korének egyenlete (x-3)2+(y-2)2=100.
A hurtrapéz szimmetriatengelyének egyenlete 2x-y=4. A trapéz AB
alapjinak egy belsé pontja P(-5;1), BC szaranak hossza pedig 102

egység. Hatarozza meg a trapéz cslicsainak koordinatait! (16 pont)
Megoldas:

A trapeéz alapjanak egy normalvektora az n (1;2) vektor (1 pont)

A P(-5;1) ponton athalado AB alap egyenleie x+ 2y =-3 (1 pont)

Ennek a trapéz koré irt korrel vald metszéspontjait tehat a trapéz két
csucsanak koordinatait az

(x-3) +(y-2)° =100|
x+2y =-3

egyvenletrendszer megoldasai alkotjak (2 pont)

Az x =-2y-3 kifejezést behelyettesitve a kor egyenletébe az y° +4y—-12=0
masodfoku egyenletet kapjuk. (1 pont)

Jeldlje a trapéz koré irt kor kdzéppontjat K.

Mivel a kir sugara 10 egység, a trapéz szarai pedig 1042 egység hosszuak, az

AKD és a CKB haromszigek derékszoguek. (2 pont)
Ezért KA(-10,0) vektor 90°-os elforgatottia a KD vektor, a KB(6;,-8) vektor
90°-os elforgatottja pedig a KC vektor. (1 pont)
Ezért vagy KD(0;10) vagy KD(0;-10) (2 pont)
Azaz vagy D(3;12), vagy D(3;-8) (1 pont)
A (3;-8) pont a trapéz szimmetriatengelyének A-val ellentétes oldalan van,
igy a jo megoldas D(3;12) (1 pont)
Hasonléan vagy KC(8;6), vagy KC(-8;-6) (2 pont)
Azaz C(11;8), vagy C(-5;-4) (1 pont)

A (-5;-4) pont a trapéz szimmetriatengelyének B-vel ellentétes oldalan van,
igy tehat €(11;8) (1 pont)

Osszesen: 16 pont



20) Egy ABCD négyzet A csicsa a koordinatarendszer y tengelyére,

szomszédos B csiucsa pedig a koordinatarendszer x tengelyére

illeszkedik.

a) Bizonyitsa be, hogy a négyzet K kozéppontjanak koordinatai vagy
egyvenlok, vagy egymas ellentettjeil (8 pont)

b) Egy ilyen négyzet kiozéppontja a (7;7) pont. A négyzet oldala 10
egység hosszia. Szamitsa ki a négyzet koordinatatengelyekre

illeszkedo két csiicsanak koordinatait! (8 pont)
Megoldas:
a) Legyen A(0;a) és B(b;0) (de a” + b =0). (1 pont]
( b
Ekkor az AB szakasz felezdpontja Fl 5 :g) : (1 pont)
T . b a)
Ebb6l adodoan FB| —; -~J. (1 pont)
2 2
Ha a négyzet kozéppontja a K pont, akkor FK az FB +90"-o0s vagy —90"-os
elforgatottja. (1 pont)
Tehat FKrE'E] va FE[—E'—E‘I (1 pont)
\2'2) & 2" 2) ?
Az F pont helyvektorat jeldlje f , ekkor a K pont helyvektora k = f + FK , azaz
~fa+b a+b ~(b-a a-b
k[ 1 Jva k[—; ] 2 pont
2 gy 5 ' 5 (2 pont)
Tehat a K kozéppont koordinatai valéoban vagy egyenlok, vagy egymas
ellentettjei. (1 pont)
b) A négyzet kortulirt kérének sugara az atlo fele, azaz 5V2. (1 pont)
A kortilirt kér egyenlete: (x-7) +(y-7) =50. (1 pont)
A kir y tengelyen levd pontjait x =0 helyettesitéssel, az x tengelyen lévo
pontjait az y =0 helyettesitéssel adodo egyenlet adja meg. (1 pont)
A kapott két egyenlet igy:
(y-7)" =1, illetve (x-7)* =1. (1 pont)
Ezeknek a megoldasai:
y, =6 és Iy, =8, lilletve x;, =6 és x; =8. (1 pont)
Tehat a tengelyeken négy pont lehet a négyzet valamelyik csticsa:
(0;6), (0;8), (6,0), (8;0). (1 pont)
Figyelembe wvéve, hogy két szomszédos csucs tavolsaga 10 egység két
megoldas adodik: A, (0;6), B, (8;0), illetve A, (0;8), B,(6;0). (2 pont)

Osszesen: 16 pont

21) Adott a derékszogii koordinita-rendszerben harom pont: A(-16;10),

B(2; 4), C(10; 2).
a) Szamitsa ki az ABC haromszog B csicsanil fekvo belso szogét!
(6 pont)
K pont egyenlo tavolsagra van A-tol, B-tol, és C-tol.
b) Hatarozza meg K pont koordinatait! (8 pont)



Megoldas:

a)

b)

|AB| = /324 + 36 = Y360

|AC| = V676 + 64 = 740

|BC| = J64 + 4 = J68 (2 pont)

Koszinusztétellel: 740 = 360 + 68 — 2. /360 - J68 - cos [ (2 pont)
-312

0sf = = -0,9971 1 pont

cosP = 5 7360 .68 {+-peny

B=175,6 (1 pont)

Az ABC haromszog két (tetszdlegesen valasztott) oldalfelezé merélegesének
metszéspontjat kell megkeresniink (ez a haromszog kortlirt kérének

kdzéppontja). (1 pont)
Fou(-7;7) ésn, =AB(18;-6). (1 pont)
Az AB szakasz felezimerolegesének egyenlete: 3x —y = -28. (1 pont)
Foe(6;,3) és n, = E'E.:{E: -2). (1 pont)
A BC szakasz felezomerdlegesének egyenlete: 4x—y=21. (1 pont)
A ket egyvenes egyenletéebdl alkotott egyenletrendszer megoldasa: x =49 és
y=175. (2 pont)
Tehat K(49; 175). (1 pont)

Osszesen: 14 pont

22) Egy téglalap alaka wvarosi park tervezésekor a kezdeti egyszeru

viazlatokat egy rajzoloprogram segitségével késziti el a tervezé. A parkot
derékszogii koordinata-rendszerben abrazolja gy, hogy a koordinata-
rendszer tengelyein a hossziisagegység a valésiagban 10 méternek felel
meg. A park négy csiicsat az A(0;0), B(30;0), C(30;48); D(0;48)
koordinataju pontok adjak meg. Az elso tervek kozott a négy csucson
atmeno korat is szerepel.

a) Adja meg ennek a kornek az egyenletét! (3 pont)
A vazlatba a tervezo egy olyan kort is berajzolt, amely egy diszteret
hatarol majd. A kor egyenletét a rajzoloprogram

x*+y*-36x—-48y + 819 = 0 alakban adja meg.

b) Szamitsa ki, hany szazaléka a disztér teriilete a park teriiletének!
(4 pont)

A tervezo egy olyan egyenest is megrajzolt, amely a park C csiicsaban

1évo bejiraton és a P(18;24) ponton halad at. Ezen az egyenesen egy

sétait halad majd.
c¢) Hatarozza meg a sétaiut egyenesének egyenletét, és szamitsa ki a

parkbeli szakaszanak valodi hosszat! (S pont)
Megoldas:
a) A kor kizéppontja (a téglalap atléinak felezépontja): K(15;24). (1 pont)

A kor sugara KA =+15"+24° = J801(=~ 28,3). (1 pont)
A kor egyenlete igy (x-15)" + (y -24)" = 801. (1 pont)



b) A diszteret alkoté kor egyenletét atalakitva:

(x-18) +(y-24)" =81(=9?) (1 pont)
A kiir sugara 9 egység, teriilete 9°n(= 254,5) terliletegység. (1 pont)
A park tertilete 30-48(=1440) teriiletegység. (1 pont)
A disztér tertlete ennek kb. [33 HB -100 =] 17,7 szazaléka. (1 pont)
c) A sétatt egyenesének (egyik) normalvektora n(2;-1). (1 pont)
Az egyenes egyenlete 2x-y=12. (1 pont)
(Az egyenletbe y=0-t helyettesitve kapjuk, hogy) a sétaat egyenese a park
hataranak AB oldalegyenesét az M(6;0) pontban metszi. (1 pont)
A sétaut parkbeli szakaszanak hossza
CM = +J24% + 48% = /2880 = 53,7 egység, (1 pont)
ami a valosagban 537 méter. (1 pont)

Osszesen: 12 pont

23)Az f:R SR, filx)=x"-12x+27 fliggvény grafikonja a derékszogi
koordinata-rendszerben parabola.
a) Szamitsa ki a parabola és az x tengely altal bezart (korlatos) sikidom

teriiletét! (5 pont)

b) irja fel a parabolihoz az E{E; —E] pontjaba hhuzott érinto egyenletét!
(S pont)

c) Szamitsa ki a parabola fokuszpontjanak koordinatait! (4 pont)

Megoldas:

a) Lasd: Fiiggvenyek - Analizis 34. feladat
b) Az E-ben huzott érintd meredekségét az fderivaltftiggvényének az x =35

helyen felvett helyettesitési értéke adja meg. (1 pont)
f(x)=2x-12 (1 pont)
£(5) =2 (1 pont)
Az érinto egyenlete: y+8=-2(x-5). (2 pont)
c) A parabola y=x"-12x+27 alaku egvenletét y = (x —6}3 -9 alakban irva
adodik, hogy {1 pont)
a tengelypontja T(6;-9) , (1 pont)
paramétere p=0,5. (1 pont)
(Mivel %: 0,25, ezért) a fokuszpont: F(6;-8,75). (1 pont)

Osszesen: 14 pont
24) Adott az x° + y* + 4x - 16y + 34 = 0 egyenletii k kor.

a) lgazolja, hogy az E(-7; S) pont rajta van a k kéron! (2 pont)

b) irja fel a k kbr E pontjdban hizhaté érintéjének egyenletét! (5 pont)
c) Hatarozza meg az m valés paraméter dsszes lehetséges értéekeét hagy,
hogy az y=mx egyenletii e egyenesnek és a k kornek ne legyen

kézos pontjal (9 pont)



Megoldas:

a)

b)

c)

25) Az ABCDEFGH négyzetes oszlop AE, BF, CG, DH élei

Az E koordinatait a kor egyenletébe helyettesitve:

(<7)’ +5°+4:(-7)-16-5+34 =0. (1 pont)
A bal oldal értéke (49 +25-28-80+34)=0, ezért E valéban rajta van a k
koron. (1 pont)
A kor egyenletét atalakitva: (x+2)° +(x—8) =34, (1 pont)
ahonnan a k kér kbézéppontja C(-2:8) (sugara pedig V34 egység). (1 pont)
Az érintdéegyenes egy normalvektora n(-2;8). (1 pont)
Az érintdoegyvenes egvenlete Sx + 3y = —20. (2 pont)

Lasd: Paraméter 10. feladat

Osszesen: 16 pont

merolegesek az ABCD alaplapra. Az A ecstiesbol
kiindulé harom él hossza AB=AD-=-8 egység,
AE =15 egység.

a) Szamitsa ki az EF és AH vektorok skalaris
szorzatat!
(3 pont)
A négyzetes oszlop koéré egy P csicsponti
forgasknapot illesztiink ugy, hogy az A, B, C, D
csiicsok a kiap alaplapjara, az E, F, G, H csicsok pedig
a kip palastjara illeszkedjenek. (A kiap és a négyzetes
oszlop tengelye egybeesik.) A kup magassaga 45
egyseg.
b) Szamitsa ki a kiap felszinét! (7 pont)
¢) Hany olyan derékszogii haromszog van, amelynek
egyik befogdja 15 egység hosszh, és a masik két
oldala is egész szam hosszisaga? (Az egybevago haromszogeket nem

tekintjiik kiilonb6zoknek.) (6 pont)
Megoldas: g '
a)] Az EF egyenes meroleges az AEHD sikra (mert
merdleges két metszd egyenesére, ezért meroleges a
sik minden egyenesére), _____[l pﬂf}_t_]_ 4
ezert az EF és AH egyenesek, igy az EF és AH
vektorok is merdlegesek. (1 pont) 45
Tehat EF. AH =0, (1 pont)
b) Ldsd: Térgeometria 30. feladat

c)

26) Egy egyenlo szari haromszog oldalai

Lasd: Sikgeometria 34. feladat

hosszisaganak atlaga 10, szorasa 3.2.

a) Hatarozza meg a haromszog oldalainak a hosszat! (6 pont)

Egy haromszog cslicsai a derékszogi koordinata-

rendszerben A(-6;0), B(6;0), és C(0;8).

b) Igazolja, hogy a 3x-4y =-12 egyenletii e egyenes felezi az ABC
haromszdg keriiletét és teriiletét is! (10 pont)



Megoldas:

a)
b)

27)Egy kétszemeélyes tarsasjatékot olyan

Lasd: Sikgeometria 36. feladat

Az e egyenes az x tengelyt a D(-4,0) 3 4

pontban, az y tengelyt pedig a (0;3) pontban

metszi. (1 pont)

Keressttk a BC és az e egyenes M

metszeéspontjat.

A BC egyenes egy normalvektora (4;3) /
(1 pont)

egyenlete 4x+ 3y = 24, (1 pont) 4 D

A BC és az e egyenes M metszéspontjat a
. 4x+ 3y = 24

MN.3x-4y=-12
Az elsd egyenlet 4-szeresének és a masodik egvenlet 3-szorosanak oOsszegét

} egyvenletrendszer megoldasa adja.

veve: 25x = 60. (1 pont)
x=24 és y=4,8 tehat M(2,4;4,8). (1 pont)
A DBM haromszig tertilete: 1048 =24, (1 pont)
Mivel az ABC haromszog terilete 12 = 48,

az e valoban felezi az ABC haromszog teriiletét. (1 pont)
A Pitagorasz-tételbdl AC = /6" + 8" =10,

az ABC haromszig kertilete ezért 2-10+12=232. (1 pont)
BM = /3,6° +4,8% =6, DB+ BM =10 +6 = 16, (1 pont)
Tehat az e egyenes valoban felezi az ABC haromszog keriiletét is. (1 pont)

Osszesen: 16 pont

négyzet alakda tablan jatszanak, amelyet
fehér és sziirke mezokre osztottak fel az

abra szerint. b f
Ha a tablat egy olyan koordinata-

rendszerbe helyezziik, amelyben a négyzet
csicsainak koordinatai
(1;1), (-1;1), (-1;-1), illetve (1;-1), akkor
ebben a koordinata-rendszerben az a jela iv
egyenlete: y = (1—:-'::.')EI ,0<x<1. A tabla

kozéppontosan és tengelyesen is szimmetrikus.
a) frja fel a masik hirom (az dbran b, c, illetve d jelii) iv egyenletét is!
(4 pont)

A tarsasjaték gyartdja a 2 dm oldala tabla fehér szini részének
bevondsdhoz egy specidlis anyagot hasznal. Ebbél 1 kg mennyiség
12 m*teriilet bevonasahoz elegendo.
b) Szamitsa ki, hogy 4000 darab tabla elkészitéséhez hany kg speciilis

anyag sziikséges! (S pont)

[=T:=1] [1;=1)



A kétszemélyes tarsasjatékban minden jatszma csak valamelyik jatékos
gyozelmével végzodhet, dontetlen nincs. Minden jatszmaban 1 pontot
kap a gyoztes, a vesztes pedig 0 pontot.

Anna és Bori nagyon szereti ezt a tarsasjatékot, sok jatszmat
lejatszottak mar. Ha egymas ellen jatszanak, akkor Anna 0,4
val6észiniséggel, Bori pedig 0,6 valdsziniiséggel nyer meg egy jatszmat.
Egyik alkalommal megallapodnak, hogy addig jatszanak 1jabb
jatszmakat, amig wvalamelyikiik eloszor éri el a 10 pontot (és igy
megnyeri a jatékot).

c¢) Mennyi annak a valosziniisége, hogy Bori legfeljebb 12 jatszma utan

megnyeri a jatékot? (Kezdéskor mindkettojiiknek 0 pontja van.)

(7 pont)
Megoldas:
a) A bjela iv egyenlete: y =(x+ 1}"'. -1<x<0.
A cjell iv egyenlete: y = —(x+1)', -1 x<0.
A djeld iv egyenlete: y =(x—-1) ,0<x<1. (4 pont)

b) Lasd: Széveges feladatok 28, feladat
¢) Lasd: Valoszintiségszamitas 50. feladat
Osszesen: 16 pont
28) Az ABCD hiirnégyszogben AB =20, BC = 18, ABC, = 70°, CAD, = 50°.
a) Milyen hosszi a CD oldal, és mekkora a hirnégyszog teriilete?
(7 pont)
A derékszogii koordinita-rendszerben adottak a P(-2;0), Q(6;0) és
R(0; 5) pontok, a H pedig a PQ szakasz tetszéleges pontja.
b) Szamitsa ki a PH és az RH vektorok skalaris szorzatat, ha
H(-1,8; 0) (2 pont)

¢) Adja meg a H pont koordinatait gy, hogy a PH és az RH vektorok
skalaris szorzata maximalis, illetve Ggy is, hogy minimalis legyen!

(7 pont)
Megoldas:
a) Ldsd: Sikgeometria 38. feladat
b) PH=(0,2;0), RH=(-1,8; -5) (1 pont)
PH-RH =0,2-(-1,8)+0-(-5) =-0,36 (1 pont)
¢)
ol |1
P g Q
2 Hixi0 6 0
Legyen H az (x; 0) pont (ahol -2 < x < 6). (1 pont)

Ekkor PH =(x; 0)-(-2; 0)=(x+2; 0) és RH =(x; 0)—(0; 5) =(x; —5). {1 pont)
PH-RH =(x+2)x+0-(-5)=x(x+2) (1 pont)



29) A statisztikai értékelések soran sziikség van az i

x(x+2)=(x+1)° -1,
ezért az f:x— x(x+2), -2 < x <6 fliggvénynek minimuma van -1-nél,

(2 pont)
f a [-2;-1] intervallumon szigorian monoton csokkend, a [-1; 6]
intervallumon szigortuan monoton novekvd, f(-2)=0 és f(6)=48>0 ezért,
a maximumat 6-nal veszi fel. (1 pont)
A minimalis skalaris szorzat a H,(-1; 0) ponthoz tartozik, a maximalis pedig
a H, = Q(6; 0) ponthoz. (1 pont)

Osszesen: 16 pont

adatokat és oOsszefiiggéseket szemléltetd pontok
és egyenesek kolesonos helyzetének jellemzésére.
Egy ilyen jellemzo lehet a pontnak egy megadott
egyenestil mért fiiggdleges tavolsaga.

Az &abran lathaté P,P,,P,,P, pontok esetén a
fiiggoleges tavolsagok rendre a :
d,d,,d,,d, szakaszok hosszaval egyenlék. (A A
tavolsagokat megado szakaszok parhuzamosak az A N S S
y tengellyel.) | ;
a) Hatdrozza meg az R(4;2) és az S(4;5) pontok fiiggdleges tavolsagat

az y = %x + g egyenestol! (3 pont)

Ha a derékszogii koordinata-rendszerben az adatokat pontokkal
jelenitjiik meg, és kiilonb6zo egyeneseket vesziink fel, akkor mindegyik
egyeneshez  kiszamithaté a pontok fiiggoleges tavolsagainak
négyzetosszege (az Abran lithaté példaban d,° +d,” +d,” +d,°).
Tekintsiik azt az egyenest a pontokra legjobban illeszkeddé egyenesnek,
amelyre ez a négyzetosszeg a leheto legkisebb.
Adott harom pont a koordinata-rendszerben: A(l;ﬂ}, 3[3; E:I és C[4;4}.
b) Adja meg az m értékét ugy, hogy az y=mx egyenletii (origén
atmeno) egyenes a megadott modszer szerint a legjobban
illeszkedjen az A, B és C pontokra! (m e R) (6 pont)

Az y=%{—2x2+11x} egyenletii g giorbe athalad a megadott A és B

pontokon, a h egyenes pedig az origon és a C ponton.
c) Mekkora a g és h altal kéozbezart korlatos alakzat teriilete? (7 pont)

Megoldas:
a) Az egyenes 4 abszcisszaju pontja (4:;3). (1 pont) '1;‘ 504 5)
Az R fiiggoleges tavolsaga 3-2=1, (1 pont) .

az S fiiggoleges tavolsaga 5 -3 = 2. (1 pont) (4:7)
'. R(4:2)




b) Az A pontnak az y=mx egvenestél mért fliggdleges tavolsaga az (1;3) és az

c)

(1;m) pontok tavolsaga. Ugyanigy a B pont flggdleges tavolsaga a (3;5) és a
(3;3m), a C ponté pedig a (4;4) és a (4;4m) pontok tavolsaga. Ez dertiljon ki

a megoldasbaol. (1 pont)

Tehat az alabbi 6sszeg minimumat keresstk:

{m—3}3+{3m—5]3+[4m—4]" = (2 pont)

=26m” — 68m+ 50. (1 pont)

Az f(x)=ax" +bx +c masodfoku f fliggvénynek minimuma van, ha a >0, és

ezt a minimumot x = —; -nal veszi fel. (1 pont)
a

A konkrét esetben: f'(m)=52m-68, ennek a zérushelyénél minimalis lesz f
értéke (mert ffoegytitthatoja pozitiv).
A 26m” —68m + 50 kifejezés tehat 52m—-68=0,

- 6_8. 2 E -nal lesz minimalis.

m=
52 13
17
(A keresett egyenes egyenlete iy = 3 x.) (1 pont)

Lasd: Fiigguények — Analizis 51. feladat
Osszesen: 16 pont



